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Xülasə:  Məqalədə cırlaşan tənliklər üçün müsbət həllərin varlığı öyrənilir. Bunun üçün Grin 
funksiyası qurulur və məsələnin həlli Grin funksiyası vasitəsi ilə ifadə olunur. 

Açar sözlər: cırlaşan elliptik tənliklər, müsbət həll, Grin funksiyası 
 
Giriş 
Xüsusi törəməli diferensial tənliklər nəzəriyyəsi müasir riyaziyyatın inkişaf etmiş 

sahələrindən birirdir. Qeyd edək ki, xüsusi törəməli diferensial tənliklər üçün qoyulmuş sərhəd 
məsəslələri son dövrlərdə geniş tədqiq olunur. Bu sərhəd məsələlərindən cırlaşan elliptik tənliklər 
üçün qoyulmuş sərhəd məsələləri mühüm rol oynayır. Bu məsələlər mexanikadan və fizikadan irəli 
gələn məsələlərdir. Ona görə də bu tip məsələlər həm nəzəri, həm də praktiki xarakterə malikdir. Bu 
məsələlər son dövrlərdə geniş tədqiq olunur. [3-5] 

1. Məsələnin qoyuluşu. Həllin yeganəliiyi 
Tutaq ki, D oblastı sərhədi  x oxunun AB  parçası və 0y  yarımmüstəvisində yerləşən ucları 

A  və B  nöqtələrinə söykənən   əyrisindən ibarətdir. Bu  oblastda 
0),,(  uyxfkuuyu yxxyy                                                    

(1) 

tənliyinə baxaq. Burada  1k  – sabit, f  isə öz arqumentlərinə nəzərən verilmiş funksiyadır. (1) 
tənliyi D  oblastında elliptik olmaqla, oblastın sərhədinin AB  hissəsində parobolik cırlaşır. 

D  olaraq normal oblast adlanan oblastı götürəcəyik. Bu oblastda   əyrisi tənkiyi 22 4 ayx   

şəklində olan və ucları )0,( aA   və )0,(aB  nöqtələrində  yerləşən əyridir. 
Normal D oblastında (1) tənliyinin iki dəfə kəsilməz törəmələrə malik elə həllini tapmalı ki, 

bu həll qapalı D  oblastında kəsilməz olsun və oblastın  aaD ,   sərhəddində verilmiş 
qiymətləri almış olsun. 

Ümumiliyi pozmadan fərz edək ki, D  sərhədinə sıfır qiymətləri verilmişdir. 
İsbat etmək olur ki, əgər f funksiyası Dyx ),(  və istənilən u üçün  

0


u

f

                                                                    
(2) 

 şərtini ödəyirsə, onda (1) tənliyi üçün Dirixle məsələsinin birdən çox həlli ola bilməz. 
Əvvəlcə 

).( yxfkuuyuTu yxxyy 
                                                   

(3) 

tənliyinə baxaq və bu tənliiyin normal D  oblastının AB   sərhədində sıfra  çevrilən həllini 
quraq. Laqranj mənada Tu  operatoru ilə qoşma operator 

yxxyy ukvyvvT )2( 

                                                     
(4) 

operatorudur. 
Məlumdur ki,   11 k  olduqda 
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(5) 

funksiyası ),( yx  və ),( t  dəyişənlərinə nəzərən 0vT  tənliyinin həllidir və 0,  tyx   
nöqtəsində loqarifmik məxsusiyyəti var, burada 
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F – hiperhəndəsi funksiya, j  isə hər hansı ədəddir. 
(3) və (4) bərabərliklərində istifadə edərək, göstərək ki,  

uTyuyT kk   11 )(                                                                 (6) 
münasibəti doğrudur. 
 

  






xx
k

yy
kk

y
k

xx
k

yy
kk

uyuyuyky

uykuyuyyuyT
11

1111

)1(

)()()(
 

  


  uTyukuyuy

uyuykuyuky

uykkuyuyuyk

uykkyuyuykk

k
yxxyy

k

xx
k

y
k

yy
k

y
k

k
xx

k
yy

k
y

k

k
y

kk

















11

1121

11

11

)2(

)1(2

)1()1(

)1()1(

 

 
(6) bərabərsizliyindən alınır ki, (5) bərabərliyi ilə təyin olunmuş ),;,( tyxg   funksiyası üçün 

),;,(1 tyxgy k   funksiyası ),( yx  dəyişənlərinə nəzərən 0Tu  tənliyinin həllidir. Digər tərəfədn 

göstərmək olar ki, ),( yxw  funksiyası   0wT   tənliyinin həllidirsə, onda 
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funksiysı da 0vT tənliyinin həllidir. Bu isə o deməkdir ki,  
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funksiyası da ),( t  dəyişənlərinə nəzərən 0vT tənliyi, ),( yx  dəyişənlərinə nəzərən isə 0Tu  
tənliyini ödəyəcək. 

2. Grin funksiyasının qurulması. Həllin varlığı və yeganəliyi. 
İndi 
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(7) 

funksiyası düzəldək [2]. 
Bu funksiya aşağıdakı xassələri ödəyir: 
1) (x, y) dəyişənlərinə nəzərən 0Tu  tənliyini, ),( t  dəyişənlərinə nəzərən 0vT tənliyini 

ödəyir. 
2) 0,  tyx   nöqtəsində loqarifmik məxsusiyyəti var; 
3) ),( yx  və  oy    üçün 0G  
Asanlıqla göstərmək olar ki, hissə-hissə hamar sərhədi olan D  oblastı üçün 
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(8) 

Grin düsturu doğrudur. Normal oblastın ixtiyarı daxili nöqtəsinin kiçik   ətrafını ayıraq:  

 




 

2
2 4)(: tyxd  və dD   

oblastına (8) düsturunu tətbiq edək. 
Bu zaman u funksiyası olaraq (3) tənliyinin D  üzərində sıfra bərabər olan həlli ),( tv   

olaraq, ),;,( tyxG   götürək. Bu bərabərlikdə 0e  şərtilə limitə  keçsək, 

dtdtftyxGyxu
D

 ),(),;,(),(  

                                                

(9) 

alarıq. 
Lemma. Əgər ),( yxF  funksiyası D  oblastında kəsilməz, D  oblastında kəsilməz törəmələrə 

malikdirsə, onda (9) bərabərliyinin təyin etdiiyi u(x, y) funksiyası (3) tənliyinin D  sərhədində sıfra 
bərabər olan həllidir. 

(9) bərabərliyi ilə təyin olunan  funksiyanın (3) tənliyini ödəməsi və   sərhədi üzərində sıfra 
çevrilməsi potensiallar nəzəriyyəsində olan kimi göstərilir. Göstərək ki, (9) bərabərliyi ilə təyin 
olunan ),( yxu  funksiyası 0y  olduqda sıfra çevrilir. (9) bərabərliyində G  əvəzinə (7) ifadəsini 

yazsaq inteqral iki inteqrala bölünür. Bu bərabərliyin ikinci inteqralı 0y -da ky 1  kimi sıfra 
yaxınlaşır. Birinci toplanana uyğun inteqrala baxaq: 

 
D

k dtdtfçtyxgyyxJ  ),();,(),( 1 . 

(5) ifadəsini nəzərə alsaq,  
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yaza bilərik, burada   
),(max yxf

D
 . 

Kafi qədər kiçik y-lər üçün  
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Qiymətləndirməsi doğrudur. Buradan alırıq:  
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Bir sözlə,  
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Bununla, lemma isbar olunur. 
Lemmanın köməyilə (1) tənliyinin oblastın sərhədində sıfra bərabər olan Dirixle məsələsinin 

həllini 

 
D

dtdutftyxGyxu  );,(),;.(),(

                                      

(10) 

şəklində yaza bilərik. 

Teorem. Normal D oblastında Dyx ),(  və ixtiyari u üçün 0


u

f  və 0),,( uyxf  şərtləri 

daxilində (1) tənliyi üçün Dirixle məsələsinin yeganə müsbət həlli var. 
Nəticə 
İşdə cırlaşan elliptik tənlik Dirixle məsələsinə baxılır. Burada baxılan məsələnin cırlaşan 

tənliklər üçün müsbət həllinin varlığı və yeganəliyi isbat olunur. 
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Резюме: В статье изучается существованиe положительного решения 
уменьшительных уравнений. Для этого строится функция Гринa, и решение задачи 
выражается с помощью  функции Гринa. 
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