MINGOGEVIR
DOVLST Dayamqli inkisaf, cild 4, N 2, 2024

UNIVERSITETI

UOT 519.6
UMUMILOSMIS INTERPOLYASIYA MOSOLOSI

13Mehman Bulud oglu Rasulov, >*Viiqar Sabir oglu Mustafayev
izika-riyaziyyat Uzro falsofo doktoru, dosent
mehman.rasulov@mdu.edu.az
2texnika Uzro folsofa doktoru, dosent
vugar.mustafayev@mdu.edu.az
3Mingacevir Dovlat Universiteti

Xilasa: Magalada Umumilasmis interpolyasiya masalasina baxilir. Owvalca iki Usul ila isbat
edilir ki, Lagranj interpolyasiya coxhadlisini va buna analoji olaraq, Umumilagmis interpolyasiya
coxhadlisini determinantlarla ifado etmak olar. Sonra isbat edilir ki, interpolyasiya masalasinin
qoyulusunda funksiyamin téramasi Uzarinda bir sort verilorsa (arqument eyni va ya mixtalif ola
bilar), yena da hamin masalonin hallini determinantlarla yazmaq olar. Daha sonra masalanin
qoyulusunda axtarilan funksiyanin miixtalif tartibli téromalari Gzarinda bir necga sart gabul edilir vo
buna uygun ¢oxhadlinin ifadasi natica kimi yazilir.

Interpolyasiya ¢oxhadlisinin daracasini bilmak, elaca da masalonin goyulusundak xatti asili
sortlori tapmaq Ugln Usullar taklif edilir. (n + 1) sayda sort verilibsa, naticada k < n daracali
coxhadli tapilir. k < n olarsa, demoali, masalanin qoyulusunda (n — k) sayda sart Xatti asilidwr (bu
sartlori cixarmagq olar).

Umumilagmis interpolyasiya masalasinin hallini daha ¢cox masalanin halli (igiin analoji gayda
ilo Umumilasdirmak olar.

Maqalada nimuna digiin praktik misalin halli verilir.

Acgar sozlar: Umumilasmis interpolyasiya funksiyasi, Laqranj interpolyasiya ¢oxhadlisi, Teylor
dusturu, diferensial, integral, determinant, EXCEL

Giris

Interpolyasiya mosalasinin holli Ggtin miixtolif Gsullar var (Lagranj, Nyuton, Qauss va s.).
Mogalodo ishat olunur ki, Umumilosmis interpolyasiya g¢oxhadlisini (xtsusi halda Lagranj
interpolyasiya ¢oxhadlisini, tokrar interpolyasiya ¢coxhadlisini, Teylor coxhadlisini) determinantlarla
ifado etmok olar. Interpolyasiya coxhadlisinin doracasini, habelo mosalonin qoyulusundaki “artiq”
(xotti asili olan) sortlori tapmagq olur, axtarilan ¢oxhadlinin standart soklini (quvvat siras1 soklindo
ifadosini) yazmaq miimkiindiir. Determinantlarla yazilmis ifadoni bir nega masalonin halli Gglin
analoji gaydada Gmumilosdirmok olur. Umumilogmis interpolyasiya mosalosinin qoyulusunda
funksiyanin 6ziiniin vo toromalarinin giymatlori tokrarlanan vo tokrarlanmayan ndqtolords verilo
bilor. Biitiin hallarda {imumi diistur yazmaq miimkiindiir (funksiyanin miixtalif tortibli toromalori
Uzorinds qoyulan sortlordaki diyln ndqgtoalori muxtalif ola bilar).

Teorem 1.

y(x) =y, 0= 0; n(x; # x, 0 # ) (1)
sortlarini 6dayan interpolyasiya ¢oxhadlisini

1
Ly(x) = a1l xZ .. xP (2)

soklinds yazmag olar [2], burada
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2 n
1 x¢ x5 ... Xg
1 xyx2 .. xp

n ©)

An =y Xy X3 .o X5
1 x, x2 ... xP
Vandermont determinantidir: 4;, # 0 [7].

Teoremin isbati: | Usul. Bu tisulda asagidaki teoremdon istifads edacayik:

Teorem 2. f(x) va g(x) ¢oxhadlilarinin doaracalori n-i agmirsa vo n-don ¢ox sayda noqteds
bu ¢coxhadlilor eyni giymatlor alirsa, onda f (x) vo g(x) ¢coxhadlilari Ust-Usts diisiir [7].

Bu teoremin sartlorini yoxlayag, masalon, x = x, olduqda

0 1 xy x3...x% 0 1 xp x2...x%

1 |01 x0x5 ... x3 1 [0 0 0.0
Ln(xo)=—A—11 yi 1 xy x2 ... x} = A yi 1 xg x? .2 |-
VYo 1 X, x2 ... x Va1 x5 2 ... X2

(Birinci sotrin elementlorini (-1)-o vurub, ikinci sotrin uygun elementlorinin Gzarina olavo
etdik.) Buradan

1
Ln(x0) = A Yo A11 = Yo
11
alirig, yoani L, (xg) = ¥o.
(1) sortlorinin digarlori dos analoji gaydada yoxlanila biler.
I Gsul. Malumdur ki, (1) sortlorini 6doyan y = f(x) funksiyas1 asagidaki borabarliyi 6dayir

[1]:
f(X)1 x x? .. x"
yo 1 xox&..x%
yi 1 xx%.. x| =0. 4

2
Yo 1 xp, x5 ... Xp

Buradan yaza bilorik:
f(x)000..0 0 1xx2%..x"

2 n 2
Yo 1 x¢x5 ... Xg Yo 1 xg9 x5 ... Xg
yi Toagx? x|+ |yl xxf.. x| =0.

2 n 2
Yo 1 xpx5 ... x) Vol Xp X5 oo X
0 1xx?.. x" 0 1xx?..x"
2 .n 2 .n
Yo 1 xo x5 ... Xg ) Yo 1 x9x5 ...
fO) Ay =~y 1 x; x2 ... x} :>f(x)=—A—11 yi 1 xx% .. x|
1 x, x2 ... x! 1 x, x2 ... x!

Teorem 1 ishat edildi.
(2) dusturundan istifads edarak, (1) sistemindon “artiq” olan sartlori ¢ixara bilarik. ©gar (2)

coxhadlisinde x™-in cobri tamamlayicisi sifirdirsa (bunu hesablamaq ti¢lin (2) determinantinin
birinci satrindo x™-in yerinds 1, digor elementlorinin yerinds iss sifir yazib, alinan yeni determinanti
hesablamaq lazimdir), onda (1) sartlorindon birini ¢ixara bilarik:
y(x) =y, i =0, n—1(x; # x;, [ #J). (17
(1°) sortlorine uygun olan (2) funksiyasini yazib, yena do an yiiksok daracali qiivvatin (x™ -
in) cobri tamamlayicisini hesablayiriq va S.
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Qeyd 1. Hesablama islorindo EXCEL-in riyaziyyat kateqoriyasindaki funksiyalardan istifado

etmok alverislidir (MOBP, MOITPE]).
Teorem 3. Forz edok Ki, elo n doracali L,,(x) ¢coxhadlisi var ki,

Ln(xi) :yi!i:(); n, (5)
lek)(xp)iypk,OSkSn,xpE[a;b], (6)
sortlarini 6dayir, burada
a = min{xy; Xy; ...; Xp}, b = max{xy; x1;...; X}, @)
Ypk 189 ovvolcadon verilmis ododdir. Onda elo yegans (n + 1) deracali L, (x) ¢oxhadlisi var ki,
. Y. k
Lyvi(x)=y;,i=0; n; Lgljl(xp) =Y, 0<k<n. (8)
Teorem 3-Un isbati: Gostorok ki, axtarilan L, (x) coxhadlisi asagidaki borabarliyi 6dayir:
0 1 x x% .. x™ x"1?
yo 1 xo x& .. x 3t
yi 1 x; x% .o« Xt
—Myy - Lnya (%) = et ! ©)
Yo 1 x, x2 .. xI' xptl
x &) (k) (k) (k)
Yok Zpo Zpi Zp2 = Zpn Zpn+1)

burada Zi(k)(x) = (xH®); Zzglic) = Zi(k)(xp), i=0;n+11<k<n;

1 xo x2 .. xF 0%
1 x; x% .. xP Xttt
1 x, x2 . xt x0t?
k) &) (k) (k) (k)
Zpo Zp1 Zps - Zpn Zpenan)
Isbat1. 2 hal ola bilar:
M,, # 0. (11)
(11) sorti daxilinds (8) sortlorinin har biri ayriliqda toxlanila bilor. Masalon, x = x, olduqda
0 1 xy x3 . x} xptt
yo 1 xo x%2 .. x} xFt?
1 x x% .. xP xpt?
My Lua (o) =710 7T T T =
Yo 1 x, x2 .. xI' xptl
(R (k) (k) () (k)
Yo Zpo Zp1 Zpz  Zpn Zpne1)
0 1 x, x3 . xp it
Yo 0 0 0 .. 0 0
yi 1 x; x% ..o« Xttt
= = —Yo* M11= Ln41 (%) = Yo.
Yo 1 x, x2 .. x xitl
F) k) (k) k) &)
Yok Zpo Zp1 Zpz -+ Zpn Zpins1)

(Yuxarida birinci satrin elementlarini (-1)-a vurub, ikinci satrin uygun elementlarinin tzaring

olavo etmisik.)
(8) sortlarinin digoarlori do analoji qaydada yoxlanila bilor. (9) barabarliyinin sag torafindoki

determinantin (n + 1) doracali goxhadli oldugunu gostorak. Bu mogsadlo (2) va (6) sortlorindon
istifado edok:
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0 1 x x? n (9
yo 1 xo x2 .. x¥
k k 1
Lgl)(xp) * Ype= Ypk * [ Lgl)(x)]|x—x = Ypk * _A_11 Y1 1 X1 x12 XIL =
- p mEE wEs EEE EEE EEE EEE EER
Yo 1 x, x2 .. xP
|x=xp
v k) K (k) ) (k) (k) (k)
0 2,0 Zp1 Zpy - Zpy Yok Zpo Zp1 Zpz - Zpn
Yo 1 xo x& .. x¥ Yo 1 xo x& .. xU
=AY F | oy, 1 ox %2 . [P o1 o %2 oxp | FO
vy, 1 x, x2 .. xI Yo 1 x, x2 .. xI

Yoni (9) boraborliyinin sag torofindoki determinantda x™*-in cobri tamamlayicisi (uygun
¢oxhadlinin an ylksok doaracali haddinin amsali) sifirdan forqlidir, basqa so6zlo, (9) baraborliyinin
sag torofindaki goxhadlinin doracasi (n + 1)-dir. Demoali, (11) sorti daxilindo teorem tam isbat
edildi.

Indi do M;; = 0 halina baxaq. Bu mogsodlo forz edok ki, axtarilan L,.;(x) ¢oxhadlisi
asagidaki sokildadir:

Lpi1(X) = ag + a1x + azx? + -+ + apx™ + apx™tL.
Onda yaza bilarik:
( ag + ayxg + apx% + -+ apxl + a1 x8t = yo;
ag + ayx1 + axi + -+ apx} + apq X = yy;

< g+ a1Xy + ax2 + - 4 apx} + ap X3 = y,; (12)

Ao + a1 X, + ayx2 + 4+ apx? + ap x0T =y,

k K k k K
zgo) + a121§1) + CLZZ;SZ) ot anzz(m) + an+1zz(7(7)1+1) = Vpke

(12) sisteminin bas determinant1 M- barabordir.

Asagidaki 3 hal ola bilor:

I hal. M;; # 0, bu halda (12) sisteminin yegano halli var — bu hala baxdiq.

Il hal. M;; = 0 va (12) sisteminin bltin kdmokgi determinantlarinin hamisi sifirdir. Bu halda
(12) sisteminin sonsuz sayda halli var.

Il hal. M;; =0 vo (12) sisteminin kdmokg¢i determinantlarindan hes olmasa biri sifirdan
forglidir. Bu halda (12) sisteminin halli yoxdur.

Demoali, Ly4q(x) coxhodlisinin varligi vo yeganoliyi Ggilin M;; # 0 olmaldir, bu da x,
noqtasinin segilmasindan asilidir. ©gar M;; determinantinin son satrinds ((10)-un son satrinda)
x = x, geyd edilmoss, M;;(x) = 0 minasibati (n + 1 — k) doracali goxhodlini ifado edor, bu
coxhadlinin isa an ¢oxu (n + 1 — k) sayda koku ola bilar.

Aliriq ki, (8) sortlorini 6doyan ¢oxhadlinin varligi vo yeganoliyi UGglin zaruri vo kafi sort
M, # 0 sortidir, bu da x,, ndgtosinin se¢ilmosindon asilidir.

M;; # 0 sorti daxilinda (9) borabarliyindon L, . (x) ¢oxhadlisi birqiymatli tapilir:

LCLOZ

0 1 x x% .. x" xt
yo 1 xo x¢ .. xF xit?
2 n n+1
1| yvi 1 oxg xi .. x1 X1
Lns1 () = =5 (13)
yo 1 x, x2 .. xt xt?
x) (k) (k) k) (k)
ka ZpO Zpl ZpZ an Zp(n+1)
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Teorem 3 tam isbat edildi.
Qeyd 2. (6) sorti k = 0 halinda hondasi olaraq o demakdir Ki, (x,; ¥,0) Nogtosi (5) sortlorini

0dayan n daracali goxhadlinin grafiki tzorinds deyil, basqa sézla, (xp; Ypo) NOQtasi (x;; y;) (i =
0; n) nogtolorindan kegan n daracali goxhadlinin grafiki tizorinds deyil.
(6) sorti k = 1 halinda hondosi olaraq onu ifads edir ki, (x,; ¥»1) néatesi (x;; y;) (i = 0; n)
ndqtalorindan kegan n daracali ¢oxhadlinin tbromasine uygun olan grafik tizarinds deyil va s.
Teorem 3-dan alinan natica.

y(x) =y, i=0; n(x; #x,i #Jj), (14)
y(kl)(xlh) = yk1p1; y(kZ)(xpz) = ykzpz; e y(km)(xpm) = ykmpm; qu € [a; b]’ q= 1; m,
ki kg, o, km €{1,2, ..., 0}, (15)

sortlorini 6dayan vo doracasi (n+m) ododini asmayan f(x) Umumilogmis interpolyasiya
coxhadlisi ti¢lin asagidaki barabarlik dogrudur:

0 1 x x* .. xvm
yo 1 xo x5 .. xit™
v 1 x xF .. XM
FOO) M, =—| n 1 x, x2 .. xptm ’ (16)
(k) _(ky) _(kp) (k1)
Ykip1 Zpl(l) Zpli Zplé Zpl%n+m)
(k) (k) (k3) (k2)
ykzpz sz(z) szi szé Zp2€n+m)
(km) (k) (km) (km)
y Kmbm me"(; meni mené me"(ln+m)

burada M7, ilo sag torafdoki determinantin birinci satri ilo birinci stitununun kasismasinds yerlogon
elementin (sifirin) cobri tamamlayicisini isara edirik.

Qeyd 3. Mj; #0 sorti (15) sistemindoki x,, — ndqgtolorinin segilmosindon asilidir. Ogor
M7, # 0 olarsa, (16)-dan f(x)-i tapa bilarik.

f (x)-in daracasini bilmak tgln 2 Gsul var:

a) (16)-nin sag torafindaki determinantin birinci satrinds bitln elementlori sifira barbar edib,
novba ilo x™*™; x™*™m~1. yerino 1 yazib, alinan determinanti hesablayiriq.

b) f(x) # 0 sortini 6dayan x-in giymatini (16)-nin sag torafindoki determinantin birinci
satrinds yazmali, alinan determinanta uygun olan matrisin torsini tapmali, tars matrisin birinci siitun
elementlorindan istifado etmoaliyik.

Qeyd 4. (16) ilo miayyan olunan f(x)-in diferensiali vo inteqrali li¢iin do ifads yaza bilarik
[3; 4]. Sadolik ticiin (16)-nin sag tarafindoki determinanti

0 1 x x? xt
g(x) = | % az2 az3 A24 e Qar2) | (17)
Qs Qeez Qe)s sz Q(eez)es2)
ilo isars edak: t = n + m. Onda:
(0)(d) (1)(01) (x)(d) (xZ)(d) (xt)(d)
gD (x) = | 421 az2 az3 A24 e Ao(ee2) | (18)
At+2)1 A(t+2)2 a(t+2)3a(t+2)4 s A(t42)(t+2)
C1 cy C3 Cy Ciao
b _| 421 azz ass a4 e Qo(t42)
Jo 9(x)dx = ’ (19)
At+2)1 Ae+2)2 Ae+2)3 Ae+2)4 = Ae+2)(t+2)
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o b x21P xt+1yb
yaza bilorik [4], buradac; = 0,¢c, = x|g , ¢c3 = S| e G2 =T -
a a

Xiisusi halda Ermit, (2) Laqranj, Teylor diisturlarini yaza bilarik.

Qeyd 5. (2) minasibatinda {1,x,x2, ...,x"} avozinda [a; b] pargasinda xotti asili olmayan
{po(x), ©1(x),..., @,(x)}funksiyalar sistemini do gétlirmak olar [6].

Misal. f(x) = x> funksiyasmi {imumilosmis interpolyasiya coxhadlisi kimi determinantlarla

ifads etmali.
Halli. y = x> funksiyasi {iiin asagidaki codvali tortib edirik:

xo—l xO—l x0=1 x1=2 x1=2 XZ=3
yO — f(l) yé — fl(l) y(l)l — fll(l) y{Il — flll(z) yilll — f’l’l(z) yéllll — flllll(3)
Yo=1 Yo =05 Yo = 20 vy =240 vy =240 v, =120
Bu cadval asasinda yaza bilarik:
0 1 x x2 x3 x* x°
Yo 1 Xo x5 x5 Xy X3
Y6 0 1 2x,  3x2  4x3  5xg
fe=-—| ¥ 0o 0 2  6x, 12} 20x3|
11
y"o0 0 0 6  24x,  60x2
Y0 O 0 0 24  120%
yy 0 o 0 0 0 120
Asagidaki cavablar alinmigdir (EXCEL-do):
XO=1 x2=3 X3=4‘ X4,=_2 XO=1 X5=—1 x0=1
y =1 3 f4) f'(=2) ) 1=
= 243 = 1024 =80 =20 =60 =120
Natica

Umumilosmis interpolyasiya goxhodlisi determinantlarla ifado edilir. Hesablamada lazim
galon iki determinantdan biri digarinin bir elementinin cobri tamamlayicisidir. Yoni moasalonin halli
Uclin tok bir determinanti tartib etmok kifayatdir. Masalonin qoyulusunda axtarilan funksiyanin 6zii
va k tortibli (k = 0; n) téromalori izorinds sort qoyulur. Bu sortlorde arqumentin ham eyin, hom do
mixtalif giymatlorindon istifado olunur. Xususi halda Lagranj interpolyasiya ¢oxhadlisi, tokrar
interpolyasiya ¢oxhadlisi, Teylor disturu determinantlarla ifado olunur. Bu disturlardan istifado
edorok axtarilan funksiyanin diferensiali vo inteqrali iiciin ifade yazmaq olur.

Umumilosmis interpolyasiya goxhadlisinin determinantlarla ifadesina analoji olarag, Bul
funksiyalariin Jeqalkin ¢oxhadlisini [5], ¢oxdayisonli funksiyalarin {imumilogmis interpolyasiya
coxhadlisini (masalonin qoyulusunda xiisusi toromalor istirak edir), kK moduluna gora montiq
funksiyalarmin ifadosini do yazmaq olar. Bu disturlar U¢ noqtedon kegon mistovi tonliyi,
fundamental hollor sistemi verilmis adi diferensial tonliyin disturu ilo analogiya amolo gatirir.
Umumilosmis interpolyasiya masalesinin hoalli olan goxhadlinin daracasini miioyyan etmok,
coxhadlini diferensiallamaq vo inteqgrallamaq [3; 4], habelo onu standart sokildo ifado etmok
asanlasir, miixtolif ekstropolyasiya masalasini da hall etmak olur.
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GENERALIZED INTERPOLATION PROBLEM

12M.Rasulov, 22V.Mustafayev
!Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics, Associate Professor
2Doctor of Philosophy in Technics, Accociate Professor
3Mingachevir State University

Abstract: The article is devoted to the generalized interpolation problem. It is proved that the
Lagrange interpolation polynomial and, similarly, the generalized interpolation polynomial are
expressed through determinants. Then it is proved that if in the formulation of the interpolation
problem a condition is set for the derivative function (the argument can be the same or different),
then the solution of this problem can still be written with determinants. Then, several conditions are
accepted for different derivative functions, which is sought in the task statement, and as a result, the
expression of the corresponding polynomial is written out.

Methods are proposed that allow one to find out the degree of the interpolation polynomial,
as well as to find linearly dependent terms in the problem statement. If (n+1) number of conditions
is given, the result is a polynomial of degree k<n. If k<n, then (n-k) number of conditions are
linearly dependent in the problem statement (these conditions can be derived).

The solution to the generalized interpolation problem can be generalized using a similar rule
to solve a larger number of problems.

The article provides an example of a solution to a practical problem.

Keywords: generalized interpolation function, Lagrange interpolation polynomial, Taylor
formula, differential, integral, determinant, EXCEL

101


https://mdu.edu.az/wp-content/uploads/2022/04/Konfrans_2018.pdf
https://mdu.edu.az/wp-content/uploads/2024/05/19.-MAS-BOOK.pdf
https://mdu.edu.az/wp-content/uploads/2024/05/19.-MAS-BOOK.pdf

MINGOGEVIR
DOVLST Dayamqli inkisaf, cild 4, N 2, 2024

UNIVERSITETI

OBOBUHIEHHAA 3AJIAYA UHTEPITIOJIAINHN

12M.B.Pacy.10B, 2°B.C.MycTadaes
LnoxTop dunocopun no pusnke u MaTeMaTUKE, TOLEHT
2I[OKTop dbunocodun Mo TEXHUKE, JOLECHT
SMuHrsYeBUPCKUil TOCYIAPCTBEHHBI YHHBEPCHTET

Pestome: Cmamvsi noceawena o0000wenHol 3adave uuwmepnonsyuu. Jloxazamo, umo
UHMEPNONAYUOHHBINL NONUHOM Jlacpandica u, aHANOSUYHO, 0DOOOWEHHbII UHMEPNONAYUOHHBLI
NOTUHOM BbIPANCAIOMCIL Yepe3 onpederument. 3amem OOKA3bIBAEMCS, YMO eClu 8 NOCMAHOBKe
UHMEPNONAYUOHHOU 3a0ayu 3a0aAHO YCIo8Ue HA NPOU3BOOHYIO DYHKYUU (apeyMeHm Modxcem Oblmb
OOUHAKOBBLIM UNU PA3TUYHBIM), MO peuieHue SMol 3a0ayu 6ce PABHO MONCHO 3ANUCAmb C
onpedenumensmu. 3amem NPUHUMAEMCA HECKOIbKO YCIO08ULL HA pa3Hble NPOU3B0OHble (DYHKYUl,
UCKOMOIL 8 NOCMAHOBKe 3a0a4l, U 8 pe3yibmame GbINUCLIBACMCSL BbIPAJICEHIUE COOMBEMCMBYIOUIe20
NOAUHOMA.

IIpeonazaromes memoOsbi, noO38oaAOWUE YIHAMb CMENneHb UHMEPNONIAYUOHHO20 NOIUHOMA, d
makice Haumu JUHEUHO 3a8UcUMble YlleHbl 8 nNocmaHnoske 3aoauu. Ecau 3adano (n+1) koauuecmeo
yenosutl, pezyiomamom sensemcs mHozodnen cmenenu K<n. Ecau K<n, mo (n-K) rxoauuecmeo
VCILOBULL TUHEUHO 3A8UCAM 8 (POPMYIUPOBKe 3a0ayu (IMu YCI08UsL MONHCHO 8bl8ECMUL).

Pewenue 0606wennou 3a0auu unmepnoaayuu MO*CHo 0000WuUmMs ¢ NOMOWbIO AHANOSUUHO2O
npasuna 0jis peuienust Ooabule2o Yucia 3a0adu.

B cmamve na npumepe 0ano peutenue npakmuyeckou 3a0a4u.

Kntroueswie cnosa: 06006wennas uHmepnoiayuoHHas QyHKYus, UHmMepnoIsYuOHHbIN NOTUHOM
Jlacpanoica, opmyna Teinopa, oughgepenyuan, unmezpan, onpedenumenv (OemepMuHAHm),
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